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Influence of Phonon Drag on the Thermoelectric Coefficients in Metals

The system of coupled Boltzmann transport equations for electrons and phonons in a metal is
considered in the absence of a magnetic field. Usually these equations are decoupled by “Bloch’s
assumption”, that is the phonon gas is considered to stay in equilibrium with respect to the trans-

port equation for the electrons.

It is shown that the coupled system of equations has finite solutions only if some other relaxation
process than the electron-phonon interaction is present, for instance the phonon-phonon-interaction.
With some simplifying assumptions the full system of equations is solved for high temperatures.
The contributions of the phonon-drag to the thermoelectric transport coefficients are derived and

discussed.

Einleitung

Zur Berechnung der Transportkoeffizienten von
Metallen benotigt man die Kenntnis der Verteilungs-
funktion der Elektronen als Funktion der angelegten
auBeren Felder. Einen wichtigen Einflul auf diese
Verteilungsfunktion hat die Streuung der Elektro-
nen an den Gitterschwingungen. Seit F. Bloch ! wird
dabei die Annahme gemacht, daff das Phononen-
system als im Gleichgewicht befindlich angesehen
werden kann.

In dieser Arbeit wird nicht von dieser Annahme
ausgegangen, sondern es werden die Boltzmann-
schen Transportgleichungen fiir das gekoppelte Elek-
tron-Phonon-System im Temperaturbereich T >
Debyetemperatur Op untersucht. Die Problemstel-
lung ist die folgende: Die StoBintegrale fiir die
Verteilungsfunktion f des Elektronengases und die
Verteilungsfunktion ¢ des Phononengases sind ge-

geben durch
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wobel bei den elementaren Stofprozessen die Wel-

lenzahlvektoren k, k' fiir die Elektronen und q
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fiir die Phononen bis auf einen Vektor des rezipro-
ken Gitters die Relation

K-ktq

erfiillen. Auf den rechten Seiten der Gln. (1) und
(2) stehen die Verlust- und Gewinnraten durch Ab-
sorptions- und Emissionsprozesse fiir das Elektro-
nen- bzw. Phononengas. Dieser Ansatz ist wohlbe-
kannt, ebenso die weitere Behandlung durch Ein-
setzen der Diracschen Ubergangswahrscheinlichkeiten
fiir die StoBprozesse 2. (Stofle der Elektronen oder
Phononen anderer Art — wie z. B. an Verunreini-
gungen — miilten noch besonders hinzugefugt
werden.)

Im folgenden soll der einfache Fall diskutiert
werden, dall nur ein duBeres elektrisches Feld E
und ein Temperaturgradient in a-Richtung existie-
ren. Fiir die Verteilungsfunktionen f und g kann
man dann ansetzen

k) ~fo— ks T8 3)
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Dabei sind f, und g, die Gleichgewichtsverteilungs-
funktionen der Elektronen bzw. Phononen; f, hingt
nur von der Energie ¢ ab. Gesucht sind die Abwei-
chungen I' (k) und vy(g) vom Gleichgewicht.

Die Blochsche Annahme besteht darin, die Funk-
tion v (g) null zu setzen. Gerade dies soll in der
vorliegenden Arbeit nicht getan werden. Die Boltz-
mannschen Transportgleichungen sind sehr kompli-
ziert; um zu definitiven Aussagen zu kommen, miis-
sen bei ihrer Losung daher stark vereinfachende
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Annahmen und Einschrinkungen gemacht werden,
z. B. Beschriankung auf hohe Temperaturen, sphi-
rische Energieflichen fiir die Elektronen und einiges
mehr.

Als Ergebnisse werden wir Aussagen iiber die
Funktionen I"(k) und v (g) und deren Einfluf} auf
die thermoelektrischen Transportkoeffizienten bei
hohen Temperaturen bekommen.

Die Losung der Boltzmannschen Transport-
gleichungen

Die weitere Umformung der StoBintegrale (1)
und (2) ist in der Literatur hinldnglich bekannt 2 3
Mit den Ansitzen (3) und (4) fiir die Verteilungs-
funktionen f und g und einer Linearisierung in den

Abweichungen I' (k) und v (q) erhilt man
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bei allen StoBprozessen. Deswegen ist es gerechifer-
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Dabei ist ©Q das Volumen einer Elementarzelle,
| M (k, q) * die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir den

Elektron-Phonon- -Stoliprozef}, ¢ (k) = ¢x die Elektro-
nenenergie und & ®, die Phononenenergie.

Zur Vereinfachung nehmen wir an, dafl die Ener-
gieflachen fiir die Elektronen sphérisch sind und daf}
die Phononendispersion linear ist (w,=c¢;"q). Wir
konnen dann mit den iblichen Vereinfachungen den

Driftterm der Boltzmanngleichung herleiten . Als
zu losendes Gleichungssystem ergibt sich
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Als weitere Approximation ersetzen wir das che-
mische Potential der Elektronen durch die Fermi-
Fiir das Normalmetall ist

ho,<e(k)

energie &y .

tigt, die Naherung

I'kxq) =I(ckeq) 2D (e, h wg)=21(e) (10)

anzusetzen. Nach Bardeen® kann der Kopplungsfak-
tor | M(k,q)? — zumindest fiir kleine ¢ — durch

\M(k,q)2=Dgq, D= (11)

Materialkonstante ,

ersetzt werden.

Damit erhilt man aus (7) bis (8) fir die gesuch-
ten Funktionen I'(k) und 13 (g) ein inhomogenes
lineares Integralgleichungssystem, namlich

F=A(k)I'(k) +Fy[y], (12)
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qo = max (qp, 2 kr),
qgp = Debyesche Wellenzahl,

kp = Fermische Wellenzahl.

Die Losung des Gleichungssystems (12) bis (13)
kann nun beispielsweise durch Iteration erfolgen.
Dabei stellt sich heraus, daf} die Losung I (k) nicht
beschrankt bleibt. Das Gleichungssystem ist also
singulédr . Dieser Befund ist unabhingig von den
gemachten Naherungsannahmen. Von der physikali-
schen Seite her beruht dieses Ergebnis darauf, dal}
fir keines der beiden Teilchensysteme ein unabhan-
giger Relaxationsprozell eingefiihrt wurde. Dies
kann man nun durch Einfiihren einer endlichen
Relaxationszeit 7, fir das Phononensystem tun.
Diese Relaxation beruht auf Wechselwirkung von
Phononen untereinander und Stofle von Phononen
mit Systemen auller dem Elektronengas. Das ist
eine physikalisch durchaus verniinftige Annahme,
die im Extremfall 7,=0 mit der Blochschen An-
nahme identisch ist. Die Gl. (13) muf} also durch
die Gleichung

G=F21[F]+(B(q)+ i)w(q) (13")

ersetzt werden.

Das Gleichungssystem (12), (13") hat nun fiir
jedes 1/7,> 0 eine reguldre Losung, namlich
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Diskussion

elektrische und

Fiur den linearen Ansatz fur
Warmestromdichte

je=ALE;+ Az(aT/ax) s

w, =B, E,.+ B,(3T/3x) ,

lassen sich auf iiblichem Weg die thermoelektrischen
Transportkoeffizienten berechnen, wobei man leicht
nachpriift, daB die Onsager-Relation A, = — (T/e) B,
erfiillt ist. Man erhalt fir die elektrische Leitfdhig-

(23)

keit
4],
0_00(1+1_4]4) (24)
und fiir die thermische Leitfahigkeit
- 3 15 k -
L=14y (1 + 2 Jo— B & =B ]3) +4pn. (25)

/pn ist die Wérmeleitfﬁhigkelt des Gitters, deren
Hauptterm die Form
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hat und auch fiir verschwindende Elektron-Phonon-
Wechselwirkung (7,5 =0) endlich bleibt. Die Ther-
mokraft S wird

S=50(1_5~/ 2

Sht k). e

wobei wie bei 6 und 4 Therme hoherer Ordnung in
kp T/ep ignoriert werden. oy, 4, und S, sind die
Transportkoeffizienten in der Blockschen Naherung:
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und es wurden die Beziehungen (q,/kr)®=2 fiir
einwertige Metalle und C =4 J, benutzt.

Die Integrale J, sind nur von dem Parameter
@ =755, 7, abhingig. Dieser Parameter ist gerade
das Verhaltnis zweier Relaxationszeiten, namlich der
fir das Phonon-Phonon-System und der fir das
Elektron-Phonon-System. Die Blochsche Annahme
ist gleichbedeutend mit a =0 und damit /,, = 0.

Zum Vergleich mit dem Experiment koénnen wir
annehmen, dall bei hohen Temperaturen die Pho-
non-Phonon-Wechselwirkung in 7, gegeniiber der
Wechselwirkung der Phononen mit Grenzflichen
und Storstellen dominiert. Dann wird 7 nach Leib-
fried und Schlomann 8 und Barnard ?

an~ (1/T) Oy ay ep (32)
(ay = Gitterkonstante,
Op = Debyetemperatur).
Speziell fir Cu wird etwa
ace ~ 0,175 @p/T mit Op—310K.  (33)

Damit lassen sich die Temperaturverldufe von o, 4
und S angeben. Ersetzt man noch die Integrale J,
aus (31) durch die Ndherungen
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Es zeigt sich (Abb. 1 und 2), da} mit diesen Geset-
zen die Ergebnisse der Blochschen Theorie fiir elek-
trische und thermische Leitfdhigkeit verbessert wer-
den. Auch die hiermit gewonnene Temperaturabhéan-
gigkeit der Lorenzzahl
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Abb. 1. Der Verlauf o(T). Verlauf nach Gl. (35),
— —— nach Bloch (6 ~ T71), OOQ exp. Werte 1,
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Abb. 2. Der Verlauf A(T). Verlauf nach Gl. (36),
— — — nach Bloch (A=const), OQOQ epx. Werte 1.

stimmt qualitativ fiir fast alle Metalle mit dem
Experiment iiberein 1°.

Problematischer verhilt es sich mit der Thermo-
kraft S. Kein reales Metall (einschliefllich der Al-
kalimetalle) verhilt sich in irgendeinem Sinne der
in der Transporttheorie Niherungen
»ideal”; nur bei sehr hohen Temperaturen zeigen
die meisten einfachen Metalle einen linearen Ver-
lauf S(T), u. a. auch die Edelmetalle Au, Ag, Cu,
bei denen aber bei T< ® ein ausgeprigtes Maxi-
mum auftritt. Die Alkalimetalle Na und K zeigen
zwar den ,normalen® Effekt, d. h. S<0, aber kei-
nen ausgepragten linearen Verlauf oder einen Ver-
lauf — etwa nach (37) — mit monotoner Steigung.
Die Form (27) bzw. (37), die den sogenannten
Phonon-Drag im Rahmen der hier gemachten Néahe-
rungen enthalt, ist allenfalls geeignet, einen von
mehreren Beitrdgen zu liefern, die die Abweichun-
gen vom linearen Verhalten, das im iibrigen nach
der Blochschen Theorie auch fiir tiefe Temperaturen
gelten sollte, zu erkldren. So hidngt S empfindlicher
als 0 und 4 von der Energieabhingigkeit der Rela-
xationszeit 7o _pn = 1/4 aus (14) ab und damit von
den Naherungen in den Stofintegralen selbst* 9.

gangigen
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Auflerdem spielen Elektron-Phonon-Umklapppro-
zesse im Drag-Term eine besondere Rolle?. Diese
Punkte sind aber offenbar wieder insbesondere ab-
hingig vom Grad der Abweichung der Fermi-Fliche
von der Kugelgestalt, deren quantitative Bertick-
sichtigung erhebliche Probleme aufwirft.

In jedem Fall beschreibt (37) die bei fast allen
einfachen Metallen beobachtete Vergroflerung der
Thermokraft bei abfallenden Temperaturen relativ
zum linearen Abfall in der Umgebung der Debye-
temperatur, liefert allerdings immer zu grofie Bei-
trige, was vermuten laft, dal Umklappprozesse, die
gerade Beitrdge entgegengesetzten Vorzeichens lie-
fern, eine entscheidende Rolle spielen sollten 3.

Zur Vervollstindigung sollen noch einmal die
wichtigsten Punkte aufgefithrt werden, an denen
Vernachldssigungen vorgenommen wurden:
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A. H. Wilson, The Theory of Metals, University Press,

Cambridge 1953.
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1. Die natiirliche Anisotropie der Kristalle; damit
der Tensorcharakter der Transportkoeffizienten,
die Gestalt der Energieflichen und die Phononen-
dispersion.

2. Probleme der Elektron-Phonon-Wechselwirkung:
die Gestalt des Kopplungsfaktors, Einfluf} trans-
versaler Phononen, Mehrquanteniiberginge, Elek-
tron-Phonon-Umklappprozesse.

3. Andere Stoliprozesse: Elektron-Elektron-Wech-
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nonen mit Gitterfehlern und Grenzflichen.
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